
Endogeneidade no Modelo Probit:
A Falha Mecânica do Gradiente

1 O Modelo e o Estimador
O modelo probit parte da variável latente

y∗i = x′
iβ + εi, εi | xi ∼ N (0, 1),

e observamos apenas yi = 1[y∗i > 0]. Sob a hipótese de exogeneidade, a probabilidade de
sucesso condicional é

P (yi = 1 | xi) = Φ(x′
iβ),

onde Φ é a CDF da normal padrão. O MLE maximiza a log-verossimilhança

ℓ(β) =
n∑

i=1

[
yi log Φ(x

′
iβ) + (1− yi) log

(
1− Φ(x′

iβ)
)]
.

2 A Condição de Momento do MLE
O gradiente de ℓ(β) em relação a β é

∇β ℓ(β) =
n∑

i=1

yi − Φ(x′
iβ)

Φ(x′
iβ)
(
1− Φ(x′

iβ)
)︸ ︷︷ ︸

resíduo ponderado

·ϕ(x′
iβ) xi,

onde ϕ = Φ′ é a PDF normal. Definindo o peso wi(β) = ϕ(x′
iβ) / [Φ(x

′
iβ)(1− Φ(x′

iβ))], a
condição de primeira ordem é

n∑
i=1

wi(β)
[
yi − Φ(x′

iβ)
]
xi = 0.

Para que o verdadeiro β0 resolva essa equação em esperança, precisamos

E
[
wi(β0)

(
yi − Φ(x′

iβ0)
)
xi

]
= 0.

Como wi > 0 quase certamente, isso exige

E
[
yi − Φ(x′

iβ0) | xi

]
= 0 ⇐⇒ E[yi | xi] = Φ(x′

iβ0).

1



3 Por Que a Condição Falha com Endogeneidade
Suponha que xi = (xex

i , xk
i ), onde xk

i é endógena: Cov(xk
i , εi) = σkε ̸= 0.

A distribuição condicional do erro deixa de ser N (0, 1). Especificamente, sob normali-
dade conjunta,

εi | xi ∼ N
(
γxk

i , 1− γ2σ2
k

)
, γ =

σkε

σ2
k

,

de modo que

E[yi | xi] = P (εi > −x′
iβ0 | xi) = Φ

(
x′
iβ0 + γxk

i√
1− γ2σ2

k

)
̸= Φ(x′

iβ0).

Portanto, a esperança da condição de primeira ordem avaliada em β0 é

E
[
wi(β0)

(
yi − Φ(x′

iβ0)
)
xi

]
= E

wi(β0)

(
Φ

(
x′
iβ0 + γxk

i√
1− γ2σ2

k

)
− Φ(x′

iβ0)

)
︸ ︷︷ ︸

̸= 0 quando γ ̸=0

xi

 ̸= 0.

O gradiente da log-verossimilhança não é zero em β0: o MLE converge para algum
β̃ ̸= β0, e o estimador é inconsistente.

4 Intuição Geométrica
Modelo exógeno Modelo endógeno

E[ε | x] 0 γxk ̸= 0

E[yi | xi] Φ(x′
iβ0) Φ

(
x′
iβ0+γxk

i√
1−γ2σ2

k

)
Gradiente em β0 0 ̸= 0
MLE consistente inconsistente

A falha não é de i.i.d., de regularidade, nem de identificação local. É uma falha
de especificação da verossimilhança: o probit assume uma distribuição condicional
N (0, 1) para εi | xi que simplesmente não vale quando há covariância não nula entre xk

i e
εi.

5 Correção: Bivariate Probit
A solução natural é modelar explicitamente a correlação. Define-se o sistema

y∗i = x′
iβ + ε1i,

xk
i = z′iπ + ε2i,

com (ε1i, ε2i) ∼ N2(0,Σ) e Σ12 = ρ ≠ 0. A verossimilhança conjunta integra sobre a
distribuição bivariada correta, e a condição de momento do MLE volta a ser satisfeita em
β0, restaurando a consistência.
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