Lista de Exercicios #2 — Econometria I
Dados em Painel - Modelos de Escolha Discreta

PPGEco/2026

Questao 1 Dados em Painel: POLS, FE e FD

Objetivo. Comparar os estimadores de OLS agrupado (POLS), efeitos fixos (FE) e primeiras
diferengas (FD) em um painel pequeno, e compreender quando cada um é adequado na presenga
de heterogeneidade individual nao observada.

Considere o modelo:
yit:51+52xit+c’i+5it7 izla"'u”? t:17"‘)T7

em que ¢; é um efeito individual ndo observado, invariante no tempo, e ; é o erro idiossincratico.

Use o painel abaixo para todos os calculos.
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(a) POLS. Empilhe as nT = 6 observacoes (37018, GPOLS) 4 mio, usando as formulas usuais de
OLS. Mostre as somas utilizadas ou a forma matricial do calculo.

(b) Estimador de efeitos fixos (FE).

i. Calcule as médias individuais Z; e ; para cada ¢ e construa as variaveis demeaned Z;; =
Tit — Ti € Yit = Yit — Yi-
ii. Estime ﬂQF E regredindo ;; em #; sem constante.
iii. Recupere os efeitos fixos estimados ¢; e és.
(c) Estimador em primeiras diferencas (FD).
i. Calcule Ay = yit — yii—1 € Az = T4 — T54—1 parat = 2, 3.
ii. Estime BQF D regredindo Ay;; em Az sem constante.
(d) Comparagio dos estimadores. Compare numericamente 35 %, 5I'F e BEP . Explique por
que eles podem diferir mesmo quando calculados a partir da mesma base de dados.

(e) Variavel omitida e endogeneidade. Suponha que Corr(c;, z) # 0.



i. Explique por que o estimador POLS ¢é viesado e inconsistente nesse caso.
ii. Explique por que FE e FD eliminam o viés causado por ¢;, mesmo sem observa-lo.
(f) Limites de FE e FD. Quais hipoteses sobre ¢;; ainda sdo necesséarias para que FE e FD

sejam consistentes? Dé um exemplo de situacao em que FE e FD nao resolvem o problema de
endogeneidade.

Questao 2  Variavel Dependente Binaria

Objetivo. Mostrar como um modelo de varidvel latente gera modelos binarios como logit e
probit. O foco esté na verossimilhanca, na normalizagao da escala do erro, na interpretagao dos
coeficientes, nos efeitos marginais e na inferéncia baseada em maxima verossimilhanca.

Considere o modelo de variavel latente:
yi = B1 + Poxi + wi, yi = 1ly; > 0],

com amostra i.i.d. {(yi, i) }1-; € u; ~ F(-), independente de z;. Suponha que F' é uma cdf continua,
estritamente crescente e simétrica em torno de zero: F(z) =1 — F(—z).

Parte A Probabilidade, verossimilhanga e log-verossimilhanca
A.1 Mostre que E(y; | ;) = Pr(y; = 1| ;) = F(B1 + Pazi).

A.2 Defina z; = 1 + Box; e F; = F(z;). Escreva a verossimilhanga conjunta L(/3) para as n
observagoes. Explique por que a hipotese de amostra i.i.d. é fundamental para essa construcao.

A.3 Mostre que a log-verossimilhanca é:
mL(B) =Y [y F; + (1 y)In(1 - F)].
i=1

A.4 Explique por que se maximiza In L(f) em vez de L(3) diretamente.

A.5 Mostre que In L(3) < 0 para todo 8. Em que situacao In L(5) = 07 Essa situa¢ao é normal-
mente atingida em amostras finitas?

Parte B  Gradiente, Hessiano e maximizagao numérica
Defina fl = F,(Zi).

B.1 Calcule o gradiente Vgln L(3) e o Hessiano H(f) = V% In L(B).
B.2 Escreva a regra de iteracao de Newton-Raphson:

pED = g0 [ (")) " v L(®).

B.3 Discuta possiveis escolhas para o ponto inicial 8(?) e defina um critério de convergéncia baseado
em || — 5O

B.4 Explique por que o algoritmo pode travar quando o Hessiano estd em uma regiao quase singular.
O que fazer nesse caso?



Parte C Logit, Probit e normalizagoes do erro latente

C1

C.2

C.3

Ca4

C.5

C.6

C.7

C.8

Logit. Tome F(z) = A(z) = H% Mostre que f(z) = A(2)[1 — A(2)] e escreva o gradiente e

o Hessiano para esse caso especifico.

Probit. Tome F(z) = ®(z), de modo que f(z) = ¢(z). Escreva o gradiente e o Hessiano
correspondentes.

Explique intuitivamente por que existe a relagdo aproximada Blogit ~ 1,6 Bpmbit.

Explique por que, para fins de calculo de probabilidades marginais, frequentemente importa
pouco se o modelo estimado é logit ou probit.

No logit, mostre que o log da razao de chances satisfaz:

Pr(y; = 1| z;)

Prly =0 ay) 1P

Explique como isso permite interpretar e”? como a razao entre razoes de chance associada a
um incremento unitario em x;. Em que contextos essa interpretacao é vantajosa em relacao
ao probit?

Normalizagao da média. Suponha E(u;) = p. Mostre que

yi = (b1 + p) + Boxi + (u; — p),

e explique por que, na presenca de constante, @ nao é separadamente identificado de ;. Em
que sentido fixar F(u;) = 0 é apenas uma normalizac¢ao de localiza¢ao?

Normalizagao da varidncia. A presenca de constante ¢ suficiente para fixar Var(u;) = 17
Explique por que nao.

Suponha u; = og;, com F; sendo a cdf de ¢;. Mostre que

B1 + 52%’) ‘

Pr(yi:1|xi):F5< .

Conclua que, em modelos binarios, a escala do erro latente nao é identificada separadamente
dos coeficientes, e relacione esse resultado as normalizacoes usuais do logit e do probit.

Parte D  Exercicio numérico: logit com regressor binario

Contexto. Uma amostra com n = 100 individuos. A variavel Y € {0,1} indica fracasso ou
sucesso; X € {0, 1} indica grupo de controle ou grupo tratado. Frequéncias observadas:

0 30 10
1

X
X 20 40

Considere o modelo logit Pr(Y; =1 | X;) = A(Bo + £1Xi), onde A(z) = e*/(1 + e*).

D1

Defina po = Pr(Y; =1 | X; =0) ep; = Pr(Y; =1 | X; = 1). Mostre que po = A(fp) e
p1=A(Bo + B1).



D.2

D.3

D.10

D.11

Escreva a verossimilhanga e a log-verossimilhanca com base nas contagens da tabela.

Como X é binaria, mostre que as estimativas de maxima verossimilhanga coincidem com as

proporcoes amostrais:
10 40
= =025 hyo— — — 2.
07 ¢ PTG s

DPo

Use a funcao logit(p) = ln(p/ (1-— p)) para obter os coeficientes estimados:

Bo = logit(po),  B1 = logit(p1) — logit(po).-

Calcule numericamente 5y e 1.

Interprete o sinal de Blz o tratamento estd associado a maior ou menor probabilidade de
sucesso? Interprete também e”! como razao de chances (odds ratio).

Calcule o efeito marginal discreto do tratamento:

o~

A = p1 — Po-
Interprete em pontos percentuais. Por que, com X binéria, faz mais sentido falar em efeito
marginal discreto do que em derivada em relacao a X7

Calcule o pseudo-R? de McFadden:

InL

RR=1-—1,
IDLO

usando p = 50/100 = 0,5 no modelo restrito (s6 constante). Comente por que esse pseudo-R>
nio deve ser interpretado como o R? da regressao linear.

Calcule o AIC do modelo com X (k = 2) e do modelo s6 com constante (k = 1):
AIC = —2In L + 2k.

Qual dos dois apresenta menor AIC? O que isso sugere?

Calcule a matriz de varidncia-covariancia de (BO, Bl)’ usando a matriz de informagao observada:
z 1
=3 mi(l—p) <X) (1 Xi).
i=1 E

Mostre que, usando as contagens da tabela:

= . ) 10 R . 11

Z = 40po(1 — po) <0 0> +60p1(1 — p1) <1 1) :
Em seguida, obtenha \//z;(ﬁ) =71

Usando os erros-padrao do item anterior, calcule as estatisticas de Wald:

Zj = B]A s ] = 0, 1.
se(f;)

As estimativas sao estatisticamente diferentes de zero aos niveis usuais de significAncia?

Explique para que serve o método Delta e por que ele é necessério para calcular erros-padrao
de quantidades como €1, p; — gy ou efeitos marginais. Por que esses erros-padriao nio podem
ser obtidos simplesmente aplicando a mesma transformacao aos erros-padrao dos coeficientes?




Questao 3 Modelos Multinomial e Ordinal: Conceitos e Intuicao

Objetivo. Discutir modelos de escolha discreta com mais de duas alternativas. O foco é
consolidar a intuicao econométrica e econdémica dos modelos multinomiais e ordinais, sem exigir
derivagoes formais longas.

Parte A Logit multinomial e utilidade aleatéria

Considere um agente que escolhe entre J alternativas. A utilidade da alternativa j para o individuo
1 é:
Uij = 5B + €ij
onde g;; ¢ um componente aleatério nao observado pelo econometrista.
A.1 Explique, em suas proprias palavras, o que é um modelo de utilidade aleatoria (RUM). Por que

o econometrista modela a utilidade como aleatéria se, do ponto de vista do agente, a escolha
é deterministica?

A.2 A férmula do logit multinomial é:

exp(a;3)
Sy exp(alyB)

Explique intuitivamente (a) por que as probabilidades sao positivas e somam 1, e (b) por que
a distribuigao dos erros ¢;; importa para a forma funcional do modelo.

Pr(y; =j | Xi) =

A.3 O que é a hipotese ITA (Independence of Irrelevant Alternatives)? Use o exemplo do 6nibus
vermelho/azul para mostrar quando ela é economicamente implausivel.

Parte B Modelos ordinais: ologit e oprobit

Considere uma variavel dependente ordinal y; € {1,2,...,J} gerada pelo modelo latente:
y; = 268 + ui, yi=j = kKj-1 <y; <Ky,

com limiares —o0o = ko < k1 < -+ < kj = 400 e u; ~ F(-) independente de x;.

B.1 Explique intuitivamente o papel dos limiares x;: como eles traduzem uma varidvel latente
continua y; nas categorias discretas observadas y; € {1,...,J}?

B.2 Por que um modelo ordinal é preferivel a:

(a) tratar y; como variavel continua e aplicar MQO?

(b) ignorar a ordenagao e aplicar um logit multinomial irrestrito?

B.3 Como se interpreta um coeficiente 32 > 0 em termos das probabilidades das categorias mais
altas e mais baixas? Por que o efeito marginal de x; pode ter sinais opostos para categorias
diferentes?

B.4 Suponha que y; representa o nivel de escolaridade em trés categorias: fundamental, médio e
superior. Justifique a escolha entre logit multinomial e ologit para modelar essa varidvel.




Gabarito — Lista de Exercicios #2

Questao 1  Dados em Painel: POLS, FE e FD
(a) POLS

Empilhando as seis observagoes, temos:
(z,y) = (2,5),(4,9),(6,11), (1, 4), (3,6), (5,10).

As médias amostrais sao:
2+4+6+1+3+5 21

7= 2 _35
x 6 6 b
¢ O 549411+446+10 45
y: 6 :€:775'

O estimador de inclinagdo do OLS agrupado é:
APOLS _ > i@ — @) (yie — )

? Zi,t(xit —z)?

Calculando as somas:

D (@i — ) (yi — §) = 26,5,

it

> (zi —3)* =175.
it
Logo,
; 2
grots — 260 _ 53 g 5y,

17,5 35

O intercepto é: . .
BYOLS — 7 — gPOLSE — 75 —1,514(3,5) = 2,2.

Portanto:

:l)it = 272 + 17514$1t

(b) Estimador de efeitos fixos (FE)

Para o individuo 1:

_ 24446 4
T = —=
1 3 )
¢ 5+9+11 25
jh=—"—"—7—=— =~ 8,333.
Y1 3 3 5
Para o individuo 2:
14345
2 — 3 — I
¢ 446410 20
Jjp = ——— = — =~ 6,667.
Y2 3 3 s
As variaveis demeaned sao:
vt Ty Y Tuli
11 -2 —-10/3 20/3
1 2 0 2/3 0
1 3 2 8/3 16/3
2 1 -2 -8/3 16/3
2 2 0 -2/3 0
2 3 2 10/3  20/3




Assim:

. 20+ 16 + 16 + 20
T 3 = 24,
it
e
> E#=440+4+4+0+4=16.
it
Logo:
- 24
FE
=—=1,5.
2 16 )
Portanto:
TE =15

Para recuperar os efeitos fixos individuais, calcula-se:

« _ ~FE —
& =y — By T,

onde o; = 81 4 ¢; é o intercepto especifico do individuo. Assim:

R 25 25 7
041—?—1,5(4)—?—6—%»\/2,333,
¢ 20 20 9 13
Assim:
A 7 . 13
a1 = g (§] g = E .

Como o modelo contém uma constante comum e efeitos individuais, 51 e ¢; ndo sao separadamente
identificados sem uma normalizacao adicional. O estimador FE recupera os interceptos individuais
Q; = /31 + ¢;.

(c) Estimador em primeiras diferencas (FD)

Para o individuo 1:
ASL‘12:4—2:2, Ay12:9—5:4,

A$13:6—4:2, Ay13:11—9:2.

Para o individuo 2:
A[B22:3—1:2, Ay22:6—4:2,

AZL‘23:5—3:2, Ay23:10—6:4.
Logo, as quatro observagoes em primeiras diferencas sao:
(Az, Ay) = (2,4),(2,2),(2,2),(2,4).

O estimador FD, sem constante, é:
sFD _ O Awi Ay

2 Y (Amy)?

Calculando:
D A Ay = 2(4) +2(2) + 2(2) + 2(4) = 24,
e
Z(A%)Q =44+4+4+4+4=16.

Portanto:

. 24

FD

= =15]|
2 16 )5




(d) Comparagao dos estimadores

Os estimadores encontrados foram:
BYOLS — 1514,

AFE
2 = 1)57

A2FD
D —15.

Neste exemplo, FE e FD coincidem, mas isso nao é uma propriedade geral para painéis com T > 2.
Eles coincidem aqui por causa da estrutura simples e simétrica dos dados. O POLS é ligeiramente
diferente porque usa tanto a variacao dentro dos individuos quanto a variagao entre individuos.
Ja FE e FD exploram apenas a variagao dentro dos individuos ao longo do tempo, eliminando o
componente invariante c;.

(e) Variavel omitida e endogeneidade

Se:
Corr(c;, i) # 0,

entao o termo de erro composto do POLS,
Vit = C; + E€it,
¢é correlacionado com x;;. Nesse caso:
E(Uit ‘ xit) 7'5 0.
Logo, o estimador POLS viola a hipotese de exogeneidade e torna-se viesado e inconsistente.
O estimador FE elimina ¢; pela transformacao within:

Yit — i = BT — Ti) + (e — &i)-
Como ¢; é constante no tempo, ele desaparece:
Ci — C; = 0.
O estimador FD elimina ¢; pela diferenciagao:
Yit — Yit—1 = Bo(Tit — zip—1) + (€t — €it—1).
Novamente, como ¢; é invariante no tempo:
C; — C; = 0.

Assim, FE e FD resolvem o problema de endogeneidade causado por heterogeneidade individual nao
observada constante no tempo.

(f) Limites de FE e FD

Mesmo apés eliminar ¢;, é necessario que o erro idiossincratico satisfaca uma condicao de exogenei-
dade apropriada. Para FE, uma hipétese usual é exogeneidade estrita:

E(ei | i1, 242, - .. 27, ¢;) =0 para todo t.
Para FD, é necessario que:
E(AEit | A:L'Zt) = 0,

ou condi¢oes mais fortes envolvendo a trajetéria de x.

FE e FD nao resolvem problemas de endogeneidade causados por variaveis omitidas que variam
no tempo. Por exemplo, se um choque de produtividade, motivagdo, satde ou demanda afeta
simultaneamente x;; e y;, entao:

Corr(z,eit) # 0.

Nesse caso, mesmo ap6és eliminar ¢;, o estimador continua inconsistente.



Questao 2  Variavel Dependente Binaria

Parte A Probabilidade, verossimilhanga e log-verossimilhanca
Al

Como:

temos:
E(yi | i) =Pr(yi = 1| z).
Além disso:
yi=1 <<= y' >0 < 1+ Bax; + u; > 0.

Logo:
PI‘(yi =1 | 331) = PI‘(UZ > _(Bl + ﬁgﬂ?l) | l‘l)
Como u; é independente de x;:
Pr(y; =1]z;) =1— F[—(81 + B2i)].
Como F' é simétrica em torno de zero:
1—F(—z)=F(z).

Portanto:

|B(yi | @) = Pr(ys = 1| 2:) = F(B1 + Bows) |

A.2

Defina:
zi = 1+ Baxi, F; = F(z).

A contribui¢ado individual para a verossimilhanga é:
G(B) = F' (1 — F) 7o
Se y; = 1, entao:
Se y; = 0, entao:
4i(B) =1—F;.

Como a amostra é i.i.d., a verossimilhanc¢a conjunta é o produto das contribui¢oes individuais:

2@ = [[ 0 - Ry
i=1

A hipotese i.i.d. é fundamental porque permite escrever a probabilidade conjunta como produto das
probabilidades individuais.

A.3

Tomando logaritmo:
n
InL(B) =W [ F¥(1 - F)' 4.
i=1

Logo:

n

InL(B) =Y [yinF; + (1 —y;)In(1 - F)] |
i=1




A4

Maximiza-se In L(f) em vez de L(f) por trés razoes principais. Primeiro, a funcdo logaritmo é
estritamente crescente, entao:

arg mﬁax L(B) = arg mﬁax In L(5).

Segundo, a log-verossimilhanga transforma produtos em somas, o que facilita a derivagao e a compu-
tagao. Terceiro, trabalhar com logaritmos melhora a estabilidade numérica, pois produtos de muitas
probabilidades pequenas podem gerar valores préximos de zero.

A5

Como 0 < F; < 1, temos:
InF; <0 e In(1 - F;) <0.

Logo, cada termo da log-verossimilhanca é menor ou igual a zero:
yilnF; + (1 —y;)In(1 — F;) <0.

Portanto:
InL(B) <0}

A igualdade In L(f) = 0 exigiria que cada observagao recebesse probabilidade igual a 1. Ou seja,
para cada i:
Pr(y; | x;) = 1.

Isso nao ocorre normalmente em modelos logit ou probit com pardmetros finitos, pois as probabili-
dades ficam estritamente entre 0 e 1. Pode ocorrer apenas como limite, por exemplo em situagoes
de separagao perfeita.

Parte B  Gradiente, Hessiano e maximizagao numérica
B.1
Defina:
w; = <1> , 2 = wiB, F; = F(z), fi=F'(z).

T
A log-verossimilhanca é:

n

InL(B) = Z [yiIn F; + (1 — y;) In(1 — E)].

Derivando em relagao a (:

85 1=1
Logo:
- (yz - Fz)fz
i=1 " !
Para o Hessiano, escreva:
(yi — Fl)fz
" FR(-F)

Entao:



Como w; nao depende de S:

Se f! = F"(z;), entao:

_ 5 : :
8qz_y[fz_fZ]—(l—yi)[l_Z + . }

0z ' |F  F? F (1-F)?
Portanto:
n / 2 / 2
R e
i—1 7 i % %
B.2

A regra de Newton-Raphson é:

BT = 8 — [(H(BM) Vs I L(BY) |

A ideia é aproximar a log-verossimilhanca por uma expansio quadratica ao redor de 8) e mover o
vetor de pardmetros na dire¢do que zera aproximadamente o gradiente.

B.3

Escolhas usuais para o ponto inicial incluem:
5% = (0,0’

coeficientes de um modelo de probabilidade linear, ou valores obtidos em uma especificagdo mais
simples.
Um critério de convergéncia baseado nos parametros é:

I8*+D — Wl <e.
Também é comum usar critério baseado na log-verossimilhanca:
|In L(B*H)) —In L(B™)| < e.

Valores tipicos para e sdo 1075 ou 1078.

B.4

O algoritmo pode travar quando o Hessiano esta quase singular porque a matriz [H(5%*)]~! fica
numericamente instavel. Pequenas mudangas no gradiente podem gerar passos muito grandes. Isso
pode ocorrer em casos de colinearidade forte, separacao quase perfeita ou regides muito planas da
log-verossimilhanga.

Possiveis solugoes incluem: mudar o ponto inicial, usar passo reduzido, usar métodos quasi-
Newton, acrescentar regularizacdo numérica ou verificar se hé separagao perfeita.

Parte C Logit, Probit e normalizagoes do erro latente
C.1
No logit:




A derivada é:
f(z) = A()[1 = A(2)].
Como F; = A(z;) e fi = F;(1 — F;), o score genérico:

n

(yvi — F) fi
> Fi(1—F)"

se simplifica para:

O Hessiano do logit é:

H(B) == F(1— Fwuwj|

=1

Esse Hessiano é negativo semidefinido, pois Fj(1 — F;) > 0 e w;w; é positivo semidefinido.

C.2
No probit:
F(z) =2(2),  f(2)=9¢(2)
Assim:
Fi = ®(z), fi=o(2i)
O score é:
= i (I)z 7
VsInL(B) = %(1_(%¢) i
i=1 K] (]

O Hessiano pode ser escrito na forma:

onde:

C.3

A relagao aproximada:
Hlogit Aprobit
B &~ 1)6ﬁp

ocorre porque a distribuigao logistica e a normal padrao tém formatos muito parecidos, mas escalas
diferentes. Uma forma simples de ver isso é comparar as inclinagoes das cdfs no ponto zero.
No logit:

11 1
A'(0) = A(0)[1 — A(0)] = 55 =1° 0,25.
No probit: .
/ ~
®'(0) = ¢(0) = E ~ 0,399.

A razao é:

0,399 ~ 1,6.

0,25

Portanto, para gerar variagoes semelhantes nas probabilidades, os coeficientes do logit costumam ser
maiores que os coeficientes do probit.

12



C4

Embora os coeficientes de logit e probit estejam em escalas diferentes, as probabilidades estimadas e
os efeitos marginais frequentemente sao muito parecidos. Isso ocorre porque as cdfs logistica e normal
padrdo tém formatos semelhantes na regido central, onde se concentra grande parte dos dados.
Assim, apds ajustar a escala dos coeficientes, os dois modelos tendem a produzir probabilidades

proximas.
C.5
No logit:
ePrt+Bami
pi=Pr(yi=1]z;) = T4 oPitBon”
Logo:

1
1-— bi = 1+ 6/31+/825Ei ’

A razao de chances é: '
pi Pr+Bazi

1 —p;i
Tomando logaritmo:
Prlyi = 1| 21)
In—= = i |-
"Pry 0wy TR

Portanto, se x; aumenta uma unidade, a razao de chances é multiplicada por:

eP2.

Essa interpretagao é particularmente vantajosa em areas como epidemiologia, satde, sociologia e
avaliacao de risco, nas quais odds ratios sao frequentemente usados.

C.6

Se:
E(ul) = K,
podemos escrever:
up = (ui — p) + pe
Logo:
yi = P14 Poxi +u; = P+ Powi 4+ p+ (wi — ).

Assim:

yi = (B1 + ) + Poxi + (u; — p) ‘

Portanto, a média de u; é absorvida pelo intercepto. Na presenca de constante, nao é possivel separar
B1 de p. Assumir E(u;) = 0 é apenas uma normalizagao de localizagao.

C.7
A presenca de constante nao é suficiente para fixar:
Var(u;) = 1.

A constante desloca a localizacao da variavel latente, mas néo fixa sua escala. Em modelos binarios,
observamos apenas:
. *
Yi = 1[yz > 0}7

ou seja, apenas se a variavel latente estd acima ou abaixo do limiar. Nao observamos a escala de y;".

13



C.8

Se:
U; = 0&4,
entao:
y; = P1+ oz + 0.
Logo:
yi =1 < [1+ Box; + og; > 0.
Portanto:

B1 + Bax;
—

g > —

Como a distribuicao é simétrica:

Pr(y;=1|z;) = F: <51+052501> .

Assim, os dados identificam apenas:
B B2
— e —=.
o o

Logo, B e o nao sao separadamente identificados. No probit, impd&e-se:
Var(u;) = 1.

No logit, a escala é fixada pela distribuigao logistica padrao, cuja varidncia é:

7T2

3

Parte D Exercicio numérico: logit com regressor binario

A tabela é:
Y=0 Y=1

X=0 30 10

X=1 20 40
D.1
Defina:

pO:Pr(Y;:HXi:O),

e

p1:PI‘(YtL:1|X,L:1)

No modelo logit:
Pr(Y; =1 X;) = A(Bo + B1X5).

Se X; =0:
po = A(Bo).
Se X; =1:
p1=A(Bo + B1).
Portanto:

‘po = A(Bo) e p1=ABo+ ) ‘
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D.2

Para o grupo controle, X = 0, h& 10 sucessos e 30 fracassos. A contribui¢ao para a verossimilhanca
é:

o’ (1 —po)™.
Para o grupo tratado, X = 1, ha 40 sucessos e 20 fracassos. A contribuicao é:

p4110(1 o p1)20'

Logo:

L(Bo, B1) = pp” (1 = po)*p1"(1 — p1)* |

A log-verossimilhanca é:

\mL(ﬁo, B1) = 101Inpo + 301n(1 — po) + 40In py + 201n(1 — py) \

D.3

Como X é binaria, o modelo estima uma probabilidade para cada grupo. O EMV de cada probabi-
lidade é a proporc¢ao amostral de sucessos no respectivo grupo.

Para X =0: 10 10
by = — = —0.25.
PO= 10130 20
Para X = 1: 40 40 5
5 — — 2 X0.66T.
PL=40+20 60 37
Logo:
A 2
po = 0,25 e pr=-|
3
D.4

A funcéo logito é:

logit(p) = In <p> .

L—=p
Como:
po = A(Bo),
temos:
Bo = logit(po).
Logo:

. Do 0,25 1
-1 -1 =In(=)~—1,09.
o n<1—ﬁo) n<0,75> n<3> ’

Bo + B1 = logit(p1).

Além disso:

Portanto:
B1 = logit(p1) — logit(po).
Assim: 0 /4
Bl =In ﬁ —1In L .

1/3 3/4
Como:

2/3 _

/3 7



/4 _1
3/4 -3
temos: R
B1 =1n(2) —In(1/3) = In(6) ~ 1,792.
Portanto:
Bom~—1,09 e B ~1,792]
D.5

O coeficiente /3’1 é positivo:
£ =1,792 > 0.

Logo, o tratamento esta associado a maior probabilidade de sucesso.
A razao de chances é:

Portanto:

Isso significa que a chance de sucesso no grupo tratado é 6 vezes a chance de sucesso no grupo
controle.
De fato, no grupo controle:

0,25 1
ddsg = — = =
040 =575
No grupo tratado:
2/3
dds; = — =2.
odadasy 1/3
Logo:
odds; 2 6
oddsg  1/3 '
D.6
O efeito marginal discreto do tratamento é:
A = j1 — po.
Logo:
~ 2 1 8 3 5
A==-—-=—— —=—=041T7.
3 4 12 12 12 0,417
Portanto:

A~ 41,7 pontos percentuais |

Como X ¢é binaria, nao faz sentido interpretar uma derivada infinitesimal em relagao a X. O mais
adequado é comparar a probabilidade prevista quando X = 1 com a probabilidade prevista quando
X =0.
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D.7
A log-verossimilhanga maximizada do modelo com X é:
InL = 101n(0,25) + 301n(0,75) + 401n(2/3) + 201n(1/3).

Numericamente:
In L ~ —60,684.

No modelo apenas com constante:

50
p=— =0,5.
P=100 ="
Assim: X
In Ly = 501n(0,5) + 501n(0,5) = 1001n(0,5).
Logo:

In Lo ~ —69,315.
O pseudo-R? de McFadden é:

Fogo L
InLg
Substituindo: ) 60,684
R =1- 69315 ~1—0,8755 = 0,1245.
Portanto:
R?>~0,125|.

Esse pseudo-R? mede o ganho relativo de log-verossimilhanca em relacdo ao modelo apenas com
constante. Ele nao deve ser interpretado como a proporc¢ao da varidncia de Y explicada pelo modelo,
como no R? da regressdo linear.

D.8

Para o modelo com X, temos k = 2 e:
AIC = —2In L + 2k.

Logo:
AICx = —2(—60,684) +2(2) = 121,368 + 4 = 125,368.

Para o modelo apenas com constante, k£ = 1:
AICy = —2(—69,315) + 2(1) = 138,630 + 2 = 140,630.

Logo:

| AICx ~ 125,37 < AIC, ~ 140,63 ],

O modelo com X apresenta menor AIC, sugerindo melhor ajuste mesmo ap6s penalizar o parametro
adicional.
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D.9

A matriz de informagao observada é:

~ L X 1

7= Z;pz-(l — pi) (X> (1 Xi).
No grupo X = 0:

po(l —po) = 0,25(0,75) = 0,1875.

Como hé 40 observagoes:
40p (1 — po) = 40(0,1875) = 7,5.

No grupo X =1:

21 2
(l—p1)=-=-=—.
p1(1—p1) 33= 9
Como ha 60 observagoes:
2 120 40
D ]_ — D = _—=— = — ) 1 .
60p1(1 — p1) 609 5 3 3,333
Assim:
~ 10 11
=15 <0 O> + 13,333 (1 1) .
Logo:

~ (20833 13,333
13,333 13,333/

Em fracoes:

- (125/6 40/3
I—<40/3 40/3)‘

A matriz de variancia-covariancia é a inversa:
Var(3) =7 1.

Calculando:

— 0,133  —0,133
Var(8) = (—0,133 0,208 ) '

Var(4) — ( 2/15 —2/15>.

Em fragoes:

—2/15 5/24
Logo: R
se(fBp) = /0,133 =~ 0,365,
e
se(B1) = /0,208 ~ 0,456.
D.10
As estatisticas de Wald sao: )
-1
25 = b _ 109 501,
°  se(Bo) 0,365
E: A
1,792
25 = b L2503,
L ose(fy) 0,456
Portanto:
25, ® —3,01 e z5 ® 3,93 |

Ambas as estimativas s@o estatisticamente diferentes de zero aos niveis usuais de significAncia. Em
particular, |Zg,| = 3,93 > 1,96, logo rejeita-se Hy : f1 = 0 ao nivel de 5%.
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D.11

O método Delta serve para aproximar a variancia de uma fungdo nao linear de estimadores. Se:
0
é um estimador assintoticamente normal e queremos a variancia de:

9(9),

entdo o método Delta usa uma aproximagao linear de primeira ordem:
9(0) ~ 9(0) + G(6)(0 - 0),

onde G(0) é o gradiente de g.
Assim:

A~ A~

Var[g(8)] ~ G(8)Var(0)G(6)'.
Ele é util para calcular erros-padrao de objetos como:

P,
b1 — Po,
ou efeitos marginais, porque todos eles sao fungoes nao lineares dos coeficientes estimados.
Nao se deve simplesmente aplicar a mesma transformacao aos erros-padrao dos coeficientes por-
que:

selg(6)] # glse(9)]-

A transformacao deve ser aplicada ao estimador, enquanto a incerteza deve ser propagada usando a
derivada da funcao e toda a matriz de varidncia-covaridncia dos pardmetros.

Questao 3 Modelos Multinomial e Ordinal

Parte A Logit multinomial e utilidade aleatéria
Al

Um modelo de utilidade aleatéria parte da ideia de que o individuo escolhe a alternativa que lhe da
maior utilidade. Para o individuo, a escolha pode ser perfeitamente deterministica: ele compara as
alternativas e escolhe a melhor. Para o econometrista, entretanto, parte da utilidade nao é observada.
Por isso, escrevemos:
Uij = a;;],é’ + Eig-

O termo x;j representa a parte observavel da utilidade, enquanto ¢;; representa fatores nao obser-
vados pelo econometrista, como preferéncias individuais, informagao privada, hébitos, conveniéncia
ou caracteristicas omitidas das alternativas.

Assim, a utilidade é aleatoria do ponto de vista do econometrista, ndo necessariamente do ponto
de vista do agente.

A.2

A formula do logit multinomial é:

e exp(z;;3)
AR S )

As probabilidades sao positivas porque:
exp(:z:;j B) >0
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para qualquer valor de xgj .

Além disso, elas somam 1 porque:

J

Z exp(a:;jﬁ) _ Zj:l exp(x;]ﬂ)
=i exp(@f) iy exp(,f)

=1

A distribuicao dos erros importa porque ela determina a forma da probabilidade de uma alternativa
gerar a maior utilidade. No logit multinomial, a forma fechada acima decorre da hipétese de erros tipo
valor extremo i.i.d. Outras distribui¢oes de erro geram outros modelos, como o probit multinomial.

A3

A hipotese IIA, Independence of Irrelevant Alternatives, implica que a razao entre as probabilidades
de escolha de duas alternativas quaisquer nao depende das demais alternativas disponiveis.
No logit multinomial:

Pr(y; =j | X;)  exp(ayB) ) /
Pr(y; = k| X;) o eXP(QU;Zﬂ) = exp[(a?” —zi) B

Essa razao nao depende de nenhuma alternativa ¢ # j, k.

O exemplo classico é o 6nibus vermelho/azul. Suponha que um individuo escolha entre carro e
6nibus. Se surge uma nova alternativa, 6énibus azul, muito parecida com o 6nibus vermelho, seria
natural que a maior parte da probabilidade da nova alternativa viesse do 6nibus original, ndo do
carro. A hipotese IIA, entretanto, forca uma redistribuicao proporcional das probabilidades entre
todas as alternativas. Isso pode ser implausivel quando hé alternativas muito préximas entre si.

Parte B Modelos ordinais: ologit e oprobit

B.1

Em modelos ordinais, supoe-se uma variavel latente continua:
Yl =28 + u;.
A variavel observada y; é discreta e ordinal. Ela é determinada por limiares:
yi =7 = kKj-1 <y; <K

Os limiares transformam a varidvel latente continua em categorias discretas. Por exemplo, se y;
representa uma propensao latente & escolaridade, limiares diferentes separam categorias como fun-
damental, médio e superior.

B.2

Um modelo ordinal é preferivel ao MQO porque y; é categorica e ordinal, ndo continua. O MQO
trataria as distincias entre categorias como iguais. Por exemplo, passaria a supor que a diferenca
entre fundamental e médio é igual & diferenga entre médio e superior, o que pode nao ser adequado.

Um modelo ordinal também pode ser preferivel ao logit multinomial irrestrito porque aproveita
a ordenacao natural das categorias. O logit multinomial trataria as categorias como nominais,
ignorando que superior estd acima de médio e médio esta acima de fundamental. O modelo ordinal
¢ mais parcimonioso e usa essa informacao de ordenacao.
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B.3

Se: X
B2 >0,

entao aumentos em x; deslocam a variével latente y; para a direita. Isso tende a reduzir a probabi-
lidade das categorias mais baixas e aumentar a probabilidade das categorias mais altas.

Entretanto, o efeito marginal pode ter sinais diferentes para categorias diferentes. Para a menor
categoria, o efeito de x; tende a ser negativo. Para a maior categoria, tende a ser positivo. Para
categorias intermediarias, o sinal pode ser positivo ou negativo, pois aumentar z; pode deslocar
individuos tanto para dentro quanto para fora daquela categoria.

B.4

Se y; representa escolaridade em trés categorias — fundamental, médio e superior — h4 uma ordenagao
natural. Nesse caso, um modelo ordinal, como ologit ou oprobit, é geralmente adequado porque
preserva a informagao de que:

fundamental < médio < superior.

O logit multinomial seria mais apropriado se as categorias nao tivessem ordem natural ou se quisés-
semos permitir efeitos muito diferentes de x; sobre cada categoria, sem impor estrutura ordinal. No
caso da escolaridade, porém, a estrutura ordinal é substantiva e econometricamente tutil.

Portanto, salvo evidéncia forte contra a hipdtese ordinal, a escolha natural para esse exemplo é
um modelo ordinal.
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